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TECHNIK DER PERSONALVERSICHERUNG

von Eric Deprez

I. Einleitung

Auf Grund von Beobachtungen an grossen Personengesamtheiten gelingt es, die An-
zahl der in der Personalversicherung zu erwartenden "versicherten Ereignisse"
zu erfassen und damit einerseits die jihrlichen Ausgaben im Falle von Tod, In-
validitdt und Alterspensionierung und andererseits die jahrlichen Beitragsein-
nahmen zu ermitteln, Durch sukzessive Diskontierung - und hier erscheint ein
wichtiges Rechnungselement - der jdhrlichen Ausgaben und Einnahmen kénnen die
Barwerte der in einer mehr oder weniger fernen Zukunft filligen Vorsorgelei-

stungen und Beitrige berechnet werden,

Diese Erkenntnis soll nun eingehend konkretisiert werden, im besonderen durch
die Herleitung der wichtigsten diesbeziiglichen Formeln und Beziehungen. Dabei
wird man vorerst das Wesentliche iiber den Einfluss des Zinses untersuchen mis-
sen. Wir werden n&mlich sehen, dass in unseren Berechnungen ein Zinsfuss einge-
fihrt wird, der sog. versicherungstechnische Rechnungszinsfuss, Die Wahl dieses
Zinsfusses ist von ausschlaggebender Bedeutung, enth#lt sie doch eine Annahme
iber die zu erwartenden Zinsertr#ge des bestehenden Kassenvermbgens und der

kiinftig eingehenden Beitrige des Arbeitgebers und der Versicherten.

Mit Zins bezeichnet man bekanntlich die Vergilitung, welche fir das Ausleihen
einer Geldsumme zu leisten ist, Obwohl die Elemente der Zinsrechnung im allge-
meinen noch bekannt sein werden, miissen wir uns mit diesem Thema genauer befas-
sen, Das betreffende Wissensgebiet heisst Finanzmathematik. Wir werden also den
Wert eines Kapitals, das wihrend einer Anzahl Jshre an Zins und Zinseszins ge-
legt wird, berechnen, wir werden umgekehrt den heutigen Wert einer Geldsumme,
die erst nach n Jahren féllig sein wird, bestimmen, wir werden Barwerte und End-
werte von periodisch wiederkehrenden Zahlungen untersuchen und die entsprechen-

den Formeln aufstellen und damit den ersten Schritt tun in das grosse Gebiet der

finanziellsn Mechanismen,



Ich werde mich bemiihen, die Herleitungen der verschiedenen Bezishungen und
Formeln so zu gestalten, dass das Verstdndnis ohne besondere ilber dis Schul-
algebra hinsusgehende Kenntnisse m&glich sein sollte, Ich darf also voraus-
setzen, dass das Aufstellen einer einfachen Buckstabengleichung und die an-
schliessende Auflésung nach der gesuchten Unbekannten keine wesentliche Miihe
verursacht. Sollte der eine oder der andere Kursteilnshmer bei algebraischen
Unmformungen zus&tzliche Erliuterungen benﬁtiéen, so wird in den Uebungen ge-
niigend Gelegenheit geboten, auf diese n#dher einzutreten.

II. Elemente der Finanzmathematik

a, Das Aufzinsen

Wird ein Kapital von beispielsweise Fr. 100.- zu 3% angelegt, so ist sein Be-
trag am Ende des ersten Jahres bekanntlich:

K, = 100 + 100- '1'3'6 = 100+ (1+0,03) = Fr. 103.-

Bezeichnen wir ganz allgemein das anféngliche Kapital mit Ko’ den Prozentsatz
mit p, so erhalten wir:

- W P
K =K, +K; o5 = %' (2* 150 (1)

Man bezeichnet international:

p
oo = * (2)

i (interest, intér8t) bezeichnet somit den Zins eines anfinglichen Kapitals
Ko = 1 nach einem Jahr:

1 Jahr

1 1+1

Setzen wir in der Gleichung (1) E'g_o = 1 ein, so erhalten wir fiir den Wert

des Kepitals Ko nach einem Jahr:

K, = K +(1+1) (3)



Zur Erliuterung sei folgende Tabelle angefilhrt:

P i
2% 0,02
2% 0,025
3% 0,03
35% 0,035
4 % 0,04
5 % 0,05

usw,

Lassen wir nun das Kapital Kl wiederum 1 Jahr en Zins, so ist sein Wert am Ende
des Jahres Kl-(l+i) und entspricht dem Wert des Kapitals Ko nach 2 Jahren:

K, = K+ (1+1) = K - (1+1)+ (1+1) = K _.(1+1)°

Lassen wir das Kapital K, wieder ein Jahr an Zins, so erhalten wir fiir den

2
Wert des Kapitals Ko am Ende des dritten Jahres:
K = B o l1ed) =B o [1a0) S (iet] = K olind)®
3 2 o) o

Setzen wir diesen Gedankengang fort, so finden wir, dass unser anfHngliches
Kapital K0 am Ende des n-ten Jahres angestiegen sein wird auf den Betrag:

— . n
K, = Ko (1+4) (4)
Man hat non. einfachheiishalbarigesetzt:
1ti = r (5)

und r mit Aufzinsungafaktor bezeichnet, Wir schreiben somit:

K = Koorn (6)



Der Aufzinsungsfaktor betrigt demmach fir verschiedene Zinsfiisse:

P r
2% 1,02
25% 1,025
3% 1,03
35% 1,035
4 % 1,04
5 % 1,05
usw,

Lassen wir also ein Kapital Ko von beispielsweise Fr, 1000,- 23 Jahre zu 33%
an Zins und Zinseszins, so betrégt sein Wert am Ende des 23, Jahres:

KZS

1000'(}.,035)23

ader K

»3 = 1000-1,035.1,035-1,035+1,035-...

23 mal

Diese lange Rechnung wird uns erspart, indem der Wert {1,035)23 in sog., Zinses-
zinstabellen angegeben ist, Wir finden beispielsweise in den VZ 1960 3%% Grund-
lagen suf Seite 36: (1,035)%> = 2,20611, d.h. die Fr. 1000.- haben sich nach
23 Jahren auf Fr, 2206.11 erhtht, somit mehr als verdoppelt.

Wenn wir bei dieser Gelegenheit wissen mdchten, wie lange wir ein Kapital an
Zins und Zinseszins anlegen miissen bis es sich verdoppelt hat, so erhalten
wir die Antwort aus der folgenden Gleichung:

Koorp = 2K
und darsus r =2 (7)

wobel r gegeben und n gesucht ist. Mit Hilfe der Logarithmen erh#lt man fiir
n die nachstehenden Werte:



P n (Jahre) 70:p
2% 35,0 35,0
2L 28,1 28,0
3% 23,4 23,3
3% 20,1 20,0
4 % 17,7 17,5
5 % 14,2 14,0

10 % 7,3 7.0

Die Kolonne rechts zeigt uns fiir die gesuchte Dauer n (in Jehren) eine recht
brauchbare Ndherungsbeziehung, die hier ohne Beweis angegeben werden soll:

n ist ungefdhr gleich 70:p (8)

In den Uebungen werden wir Gelegenheit haben speziell die Formel (6) anzuwen-

den.

b, Das Abzinsen

Wir stellen die Frage umgekshrt: Wie gross ist der heutige Wert eines Ka-
pitals, das erst in n Jahren fHllig sein soll und mittlererweile an Zins und
Zinseszins angelegt wird? Die Losung dieser Aufgabe ist einfach, Es war:

K =K - r (6)
Hier ist gegeben: Ko, r und n, gesucht wird Kn.

Nun kennen wir Kh, r und n und fragen nach Kb:

X
o] n n sl s S v
T T

Wir bezeichnen nun-% als Abzinsungsfaktor und schreiben dafiir international v:

v=z (10)

Wir erhalten dann:



K =K. -v (11)

Der heutige Wert sines Kapitales Kn’ das erst in n Jahren zahlbar wird und
- mittlererweile zum Zinsfuss i angelegt wird, entspricht dem Produkt aus Kh

und v (Formel (11)) bzw, dem Quotienten aus K und r° (Formel (9)).

Fir kiinftige Umformungen merken wir uns: Mit vn_multipliziert gibt gleichviel

wie durch rn dividiert, durca v" dividiert gibt gleichviel wie mit - multipli-

2 = "™ Dies folgt einfach aus der

ziert. Speziell ist allgemein: ey

3
odar r=yg -

B

Beziehung v =

Der Abz.nsungsfsxtor ist kleiner als 1 (filr positive i) und errechnet sich zu:

P T

2% 0,980392
25% 0,975610
3% 0,970874
35% 0,9661.84
4 % 0,961538
5% 0,952381

2, Barwerte von Zeitrenten

Wir wollen unsere weiteren Betrachtungen an folgende Aufgabe ankmiipfen:

Wdhrend den ndchsten n Jahren muss zu Beginn jedes Jeahres
ein Betrag "1" bezahlt werden, Wieviel ist heute der Wert

dieser n Zahlungen?

Torerst prizisieren wir noch einmal den Begriff Barwert. Unter Barwert ver-
stehen wir genz allgsmein den auf einen bestimmten Zeitpunkt abgeziﬁsten oder
diskontierten Wert von kiinftigen Zahlungen, wobei jede einzelne Zahlung dis-
kontiert wird und die Summe den gesuchten Barwert ergibt, Statt zu sagen "heu-
tiger Wert" sagen wir einfach Barwert. Als weiteren Begriff fithren wir denje-

nigen der Rente ein. Zine Rente ist eins periodisch wiederkehrende Zahlung.



Die Dauer dieser periodischen Zahlung kann zu Beginn, z,B. in Jahren festgesstzt
werden: 5 Jahre, 12 Jahre, 40 Jahre usw, In diesem Falle spricht man von einer
Zeitrente. Ist jedoch die Dauer der Rentenzahlung abh#ngig von der Lebensdauer
einer Person, so spricht man von einer Leibrente mit allen ihren Abarten wie

Altersrente, Witwenrente, Waisenrente usw,

Die Elemente der Finanzmathematik lehren uns nun den Barwert von Zeltrenten zu

bestimmen bzw, die diesbeziiglichen Formeln herzuleiten, Dabei ist nur eine sinn-
volle Anwendung unserer Formel (11) notwendig. Wichtig ist vorerst, dass man die
Zeitpunkte (die auf den nachfolgenden "Auszeahlungsschemas' mit * bezeichnet wer-
den) der Rentenzahlungen klar festlegt. Diese Zeitpunkte sind entweder zu Beginn
oder aber am Ende der betrachteten Periode (Jahr, Viertel jahr, Monat usw,) fest-

zulegen. Im srsten Fall spricht man von einer vorschilssig zahlbaren Rente, im

zweiten Fall von einer nachschiissig zahlbaren Rente. Erfolgt die Zahlung nur

einmal im Jahr, so spricht men einfach von einer jghrlich zahlbaren Rente, er-
folgt die Zahlung in regelmissigen, d.h. &quidistanten Absténden mehrmals im
Jahre (monatliche, viertel jdhrliche Raten usw.), so spricht man von einer unter-
jéhrig zahlbaren Rente.

Wir wollen nun den Barwert einer jihrlich vorschiissig zahlbaren Zeitrente "1"

wahrend n Jahren berechnen, Dieser Barwert wird international mit aﬁi bezeich-
net, Die beiden Punkte bedeuten "vorschiissig'", das n ist die Dauer der Renten=-
zahlung in Jshren bzw, die Anzehl der einheitlichen j&hrlichen Zahlungen '1",
Wir betrachten das folgende Auszahlungsschema (#:Auszahlungszeitpunkte):

1 i 1 1 1
*® * * * *
T 1 R | 1 LI T L |
0 1 2 3 n-2 n-1 n

Die erste Zahlung"l" erfolgt im Zeitpunkte 0, die zweite im Zeitpunkte 1, die
dritte im Zeitpunkte 2 usw., die n-te Zahlung "1" erfolgt im Zeitpunkte n-1,
d.h. zu Beginn des n-ten Jahres, Wenden wir nun unsere Formel (11l) an, indem
wir jede einzelne Zahlung auf den Zeitpunkt O diskontieren und die so erhal-
tenen Werte aufsummieren, so erhalten wir fiir den gesuchten Barwert:

3 n-1

e = L#ips T {12}



Dies ist die Ldsung der auf Seite 6 unten gestellten Aufgabe, Durch Aufsummie-:
ren der v -Werte kénnten wir die Barwerte berechnen, Wir wollen aber eine ent-
sprechends Formel herleiten, indem wir beide Seiten der Gleichung (12) mit
(L-v) multiplizieren:

QET-(l—v) =1l +v+ v2 * oees t vn-l =W = v2 - sas - vn‘l -v = 14
n
: = =¥
daraus: Hﬁ1 o (13)
Untersuchen wir noch den Ausdruck 1l-v:
” s . Ahbel o E 0 ok :
e L S L e WL DT SRR Y
l-v = ey = 4 (14)

d heisst Diskont und stellt den Barwert des in einem Jahre f#lligen Zinses i
eines Kapitals "1" dar; Ein zu Beginn des Jahres vorhandemes Kapital "1" kann
aufgeteilt werden in die beiden Teile v und d. Am Ende des Jahres ist v auf

ver = 1 und 4 auf der = i.v.r = 1 angewachsen, das urspriingliche Kapital "1"

also auf 1+i., d hat aber keine weitere praktische Bedeutung.
Wir kSnnen (13) also auch schreiben als:

l-v
i = (15)

Der Diskont errechnet sich fiir verschiedene Zinsfiisse zu:

D a
2% 0,019608
2% 0,024390
3% 0,029126
3% 0,033816
4 % 0,038462
5% 0,047619

usw,



Ist die Zeitrente "1" j#hrlich nachschiissig zshlbar, so haben wir folgendes
Auszahlungsschema:

1 1 1 1 kT
* * * L *
1 L T T 1 |
0 1 2 3 n_-l. n

Die erste Zahlung erfolgt im Zeitpunkte 1, die zweite im Zeitpunkte 2 usw.,
die n-te Zahlung am Ende des n-ten Jahres, also im Zeitpunkte n., Der entspre-
chende Barwert wird mit a_ bezeichnet (ohne Punkte), Wir erhalten analog wie

]
in der Beziehung (12):

Iﬂ=v+v2+v3+...+v (16)

Multiplizieren wir hier beiden Seiten der Gleichung mit (1-v), so erhalten wir:

aﬁ"l'(l-V)=v+va+V3+ao. +Vn-V2-?3-...-vn-vn+l= v..,v‘n+l
= v-(l-vn)
i v{1-v") - w(1-v") =
] 1l-v 1.7
n
_ 1l-v
%3 ] (17)

Zwischen éﬁ' und ea.}ﬂ ergeben sich folgende Beziehungen:

'eiﬁl = r-sm (18)

Den Gleichungen (12) und (16) entnehmen wir:
ﬁﬁ' = 1+ arm (20)

und aﬁ—l = ﬁm -1 (21)

Wenn wir also ilber eine Tabelle mit den "vorschiissigen Barwerten' verfiigen,
so kénnen wir ohne weiteres die'hachschilssigen Barwerte'' bestimmen und umge-
kehrt.



L

d. Endwerte von Zeitrenten

Unter Endwert einer Zeitrente versteht man allgemein den aufgezinsten Wert am
 Ende des n-ten Jahres von n jdhrlichen Rentenzahlungen. Auch hier missen wir

die Auszahlungszeitpunkte der jihrlichen Zahlungen genau festlegen,

Soll nun der Endwert einer jéhrlich vorschiissig zahlbaren Zeitrente "1" berech-

net werden, so betrachten wir unser Auszahlungsschema auf Seite 7 unten. Vom
Zeitpunkt n richten wir unser Augenmerk riickwirts euf die bereits erfolgten
Rentenzahlurgen. Das internationale Symbol dieses Endwertes ist éﬂ]. Wenden

wi; nun unsere Formel (6) an, so erhalten wir fiir den gesuchten Endwert:

§m=r+r2+r3+...+rn (22)

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (22) mit (1-v), so erhalten wir:

éﬁl.{l~v) =1 + ra + 1':3 + oeee ¥ rn‘l 0 el e p= r2 - r3 | i rn—l =t
-1
dallwv = d folgt: Eﬁ, e (23)

Analog erh#lt man fiir den Endwert aﬂ; (ohne Punkte) einer jéhrlich nachschiissig

zahlbaren Zeitrente "1" (siehe Auszahlungsschema auf Seite 9 oben):

By L®E 29 % e B P (24)

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (r-l):

sa s(r-1) = » + r2 T r3 t s + rn_l ot w s r2 - r3 - ses = rn_l= ol
-1
da r-1 = i folgt: sm = 7 (25)

Fiir das Ged#chtnis merken wir uns, dass der Nenner der Formeln (15) und (23)
fir die jahrlich vorschiissig zahlbare Zeitrente d, der Nenner der Formeln (17)
und (25) fiir die jahrlich nachschiissig zahlbare Zeitrente i betrégt,




Zwischen §ﬁ] und aﬁl oergeben sich folgende Beziehungen:

sa o (26)

53 = v-am (27)

Den Gleichungen (22) und (24) entnehmen wir:

-r

i
sz
i
H
ny
w

s = l+éq (29)

Eine Tabelle mit den "vorschiissigen Endwerten' erlaubt uns somit ohne weiteres

die "nachschiissigen Endwerte" zu bestimmen und umgekehrt.

Zwischen den Barwerten gm bzw, a und den Endwerten B bzw, 3 bestehen
die folgenden Relationen, die durch Vergleich der Formeln (15) bzw. (17) und
(23) bzw. (25) ohne weiteres verifiziert werden k&nnen:

. n
i

LI (20)

S5 =T (31)
B = vn.ga (32)
aﬁ] = vn.sﬂ (33)

Wir haben nun die wichtigsten Beziehungen der Elemente der Finanzmathematik
kennen gelernt, Wir verzichten hier auf die genaue Herleitung der Formeln fiir
die unterjéhrige Rentenzahlung und begniigen uns mit der Angebe von Faktoren,
mit welchen die aus den Formeln (15) und (17) bzw, (23) und (25) erhaltenen
Werte multipliziert werden miissen um die Bar- bzw, Endwerte bei m unterjéhrig
zahlbaren Rentenraten Ym zu erhalten, Fiir m = 4 (viertel jshrliche Raten zu %/4)

sieht das Auszahlungsschema einer vorschilissig zahlbaren Rente wie folgt aus:



w 12 =

Yo Y4 Yo Yo Y4 Y4 Ya Ya

Yo Ya Y& Ya

iz A L T L e il T i i L

0 1 2 n-1

(34)

Es ist: éﬂ

[
D
of

QF = (35)

of
n
ef

(36)

o
O
Eiﬂ.

5 SR TR (37)

ef

Die Werte von Q und Q' sind vom Zinsfuss und von der Ratenzahl m abhingig,

nicht aber von der Dauer n und werden aus der nachstehenden Tabelle entnommen:

- T L] T LG

m=2 m=4 m=12
P Q Q! Q Q! Q Q'
2 % 0,995074 1,004975 0,992617 1,007469 0,990981 1,009134
25% 0,993865 1,006211 0,990807 1,009327 0,98877L 1,011407
3% 0,992665 1,007445 0,989010 1,011181 0,986579 1,013677
35% 0,991473 1,008675 0,987228 1,013031 0,984405 1,015942
4 % 0,990290 1,009902 0,985459 1,014877  0,982247 1,018204
5 % 0,987950 1,012348 0,981961 1,018559 0,977982 1,022715
(12)

Beispiel filr 35%: = 0,984405‘525 = 0,984405-17,05837 = 16,79234

"z

Wir verlassen nun die eigentliche Finanzmathematik, wobei wir aber unsere
Formeln und Herleitungen nicht vergessen diirfen. Wir erinnern uns speziell

an die sukzessive Diskontierung von kiinftigen Zahlungen und an ihre an-

schliessende Summation wie sie fiir die Aufstellung der Beziehungen (12) und

(16) zur Anwendung gelangten.

v
n



T e g

ITII. Sterbetafseln

Wir kennen bereits die Sterbenswahrscheinlichkeiten, Wir haben gehdrt, dass
diese aus Beobachtungen an grossen Personenbesténden, wie z.B. die Landesbe-
vélkerung, den Bestand einer grossen 3ffentlichrechtlichen Pensicnskasse usw.
hergeleitet werden., Die direkt aus der Beobachtung erhaltenen Wahrscheinlich-
keiten sind sog. "rohe' Werte, welche graphisch dargestellt einen mehr oder
weniger zackigen Verlauf der betreffenden Kurve ergeben wiirden, Die Tendenz
des Verlaufes wird immerhin umso besser erkennbar, je gr@sser der beobachtete
Personenbestand ist, aus dem die Wahrscheinlichkeiten ermittelt worden sind.

In der Praxis stellt sich die Frage nach einer Ausgleichung, d.h. nach einer

Gladttung der rohen Werte., Auf die verschiedenen Verfahren kenn in diesem Kurs
nicht eingegangen werden. Wir wollen einfach zur Kenntnis nehmen, dass die
publizierten Sterbenswahrscheinlichkeiten, beispielsweise der Tafeln VZ 1960
oder SM 1958/63, vorerst aus der Beobachtung hergeleitet, dann ausgeglichen
wurden und uns nun fir die Konstruktion einer sog. Sterbetafel oder Ueberle-

bensordnung oder Absterbeordnung (diese drei Ausdriicke bedeuten dasselbe)

zur Verfiigung stehen. Damit wir genau verstehen was eigentlich eine Sterbe-

tafel ist, wollen wir den Beginn einer solchen konstruieren.

Der Tafel VZ 1960 entnehmen wir auf Seite 40, dass die Sterbenswahrscheinlich-
keit einss 20jdhrigen Mannes 0,00083 betrégt, d.h., von beispielsweise 100 000
20 jdhrigen M&nnern sterben im Laufe des n#chsten Jahres 100 000 mal 0,00083 =
83. Die zu Beginn des Jahres als vorhanden angenommenen 20 jdhrigen Ménner be-
zeichnen wir international mit 120 (living), die zwischen den Altern 20 und 21

gterbenden 83 M#anner mit d,. (dead), die am Ende des Jahres verbleibenden

20

100 000 - 83 = 99 917, nun 21 jéhrigen Ménner mit 1 Wegen den fiir jiingere

2L’
Personen sehr kleinen Sterbenswahrscheinlichkeiten von einigen Zehntausend-
stel muss dér Ausgangswert der Lebenden gross gewdhlt werden, damit beim
Auf- und Abrunden der berechneten Zahl der Todesfédlle die dabei auftretenden

Fehler klein bleiben.,

Die Sterbenswahrscheinlichkeit eineg 21 jéhrigen Mannes betrdgt 0,00084, d.h.
von den iibriggebliebenen 99 917 M#nnern sterben im Laufe des n#dchsten Jahres

99 917 mal 0,00084 = 83,9 aufgerundet auf 84, Entsprechend bezeichnen wir



= Il

diese Zahl mit dEl' Am Ende des zweilten Jahres werden also noch 99 917 - 84 =
99 833 Ménner am Leben sein, Ihr Alter wird dann 22 Jahre betragen, wir bezeich-

nen 99 833 mit 1 Sie sehen leicht wie es weiter geht:

282"

d,, = 0,00085 mal 99 833 = 85

22
1,5 = 99 833 - 85 = 99 748
d,, = 0,00086 mal 99 748 = 86
1,, = 99 748 - 86 = 99 662

usw,

aus 1., = 94 796
d, = 0,00567 mal 94 796 = 537
1o, = 94 796 - 637 = 94 259

usw, bis zu einem
hochsten Alter w,
fiir welches gilt

Obige Ueberlegungen seien nachfolgend in einer Tabelle zusammengestellt:

Das erreichte Alter bezeichnet man fiir einen Mann mit x, fir eine Frau mit y.
Die Sterbenswahrscheinlichkeit wifd international mit G fiir einen Mann und
mit qy fiir eine Frau bezeichnet. Die erste Kolonne enth#dlt das erreichte Al-
ter x, die zweite Kolonne enthélt die Zahl der noch lebenden M#&nnsr, wobei
20 = 100 000),
die dritte Kolonne gibt die Zahl der im einjihrigen Intervall x/x+1 eintre-

der Anfangswert gross, aber sonst belisbig angenommen ist (1

tenden Todesfédlle, die vierte Kolonne enthélt die Sterbenswahrscheinlichkei-

ten qx:



w15

#* 1x dx 9y
20 100~000 83 0,00083
21 99 917 84 0,00084
22 99 833 85 0,00085
23 99 748 86 0,00086
24 99 662 i

50 94 796 537 0,00567
51 94 259

usw,

Dié Reihe der lx nennt man nun Sterbetafel, Ueberlebensordnung oder Absterbe-
ordnung, Sie gibt an, wieviel von einer willkiirlich angenommenen Anzahl von
Personen (Ménner und Frauen getrennt) des Anfangsalters X, im Alter x noch am
Leben sind, wenn auf sie die aus der Beobachtung hervorgegangenen (und dann
ausgegiichenen) einjdhrigen Sterbenswahrscheinlichkeiten angewandt werden.
Selbstverstdndlich l8sst sich die Reihe der 1x auch aus den einjghrigen Ueber-
lebenswahrscheinlichkeiten B konstruieren, Dieses Vorgehen wiirde den Umweg

Uber die dx vermeiden.

Das Anfangsalter X, kann wie bei den VZ-Tafeln 20 Jahre betragen, bei den
Sterbetafeln, welche fiir die Berechnung der Tarife der Gruppenversicherungen
verwendet werden, ist X, = 15, bei den Volkssterbetafeln von jeher X, = 0.
Da die Sterbenswahrscheinlichkeiten fiir Mé&nner und Frauen verschieden sind,

ist auch der Verlauf der lx und der lY voneinander verschieden.

Aus einer Sterbetafel kénnen nun zahlreiche demographische Angeben errechnet
werden. Vorerst erkennen wir sofort, dass aus der Reihe der lx sémtliche Ue~
berlebenswahrscheinlichkeiten P, gleichsam rlickwirts rekonstruiert werden kdén-

nen durch die Bezishung:

p.® = (38)
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B> N>
w0 T, 7 9750

Fir py, beispielsweise: 0,99817  (VZ 1960)

Weiter ermittelt man die Zahl der j#hrlichen Todesfdlle dx im einj&hrigen In-

tervall x/x+1 aus der Beziehung:

& & Lowl (39)

1 =1 d 1
X x+1 P xX+1
x X x
& oy ' T
und daraus: Pt a 74 (40")

D.h., es ist sicher (Wahrscheinlichkeit = 1), dass ein zu Beginn des Jahres

lebender Mann am Ende desselben Jahres entweder noch lebt oder gestorben ist.

Wir kOnnen aber auch andere Wahrscheinlichkeiten aus der lx—Reihs bestimmen.

Wenn wir z.B, fragen, wieviel von hundert 30 jdhrigen Minnern das Alter von
65 Jahren voraussichtlich erleben werden, so gibt uns die Tafel VZ 1960:

130 = 99 114 und 165 = 78 543

Von den 99114 30 j8hrigen M#&nnern unserer "fiktiven Gesamtheit" leben im Alter
von 65 Jahren noch deren 78543, Die Wahrscheinlichkeit, dass ein 30 jdhriger
Mann im Alter 65 noch lebt, ist daher:

1

65 _ 78543 _

p = = =
35730 130 99114

0,792

Von hundert 30jdhrigen M&nnern darf also erwartet werden, dass rund 79 das
Pensionierungsalter von 65 Jahren erleben werden. Fragen wir nach der Zahl
der zu erwartenden Todesfille, so entnehmen wir derselben lx—Reihe, dass wvon
99114 30jdhrigen Ménnern im Laufe der n#chsten 35 Jahre 99114 - 78543 =
20571 sterben werden. Die Wahrscheinlichkeit eines 30 jdhrigen Mannes vor Er-
reichen des 65. Altersjahres zu sterben betrédgt also:
Ly - Lles 20571 _
3530 ~ Iy, 99114~

d,h, von hundert 30jihrigen Minnern werden bis zum Alter 65 deren 21 sterben.

0,208
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Allgemein betrégt die t-jéhrige Ueberlebenswahrscheinlichkeit eines x-jéhrigen

Mannes:
X+t
tPx = 71 (41)
X
die t-jdhrige Sterbenswahrscheinlichkelt:
e = Lret
= ———= - 42
%% I L= Py (42)

Selbstredend ist auch hier die Summe der t-jéhrigen Wahrscheinlichkeiten
gleich 1: Es ist sicher, dass ein x-jdhriger Mann nach t Jahren entweder noch

lebt oder aber gestorben ist.

Eine weitere Wahrscheinlichkeit, die wir bei den Todesfallversicherungen an-
treffen werden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein heute x-jdhriger Mann
nach t Jahren noch lebt und im Laufe des darauffolgenden Jahres, d.h, im In-
tervall x+t/x+t+l stirbt. Die Zahl der im genannten Intervall eintretenden
Todesf#dlle ist, in Anlehnung an Formel (39):

dx+t A g ® lx+t+l

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, die man mit tiqx bezeichnet, ist somit:

. X+t
thx 1

(43)
i

Es seien noch zwei Begriffe erldutert, deren numerischer Wert ebenfalls aus
der lx—Reihe berechnet wird, n&mlich die "wahrscheinliche Lebensdauer" und

die "mittlere Lebenserwartung'.

Die wahrscheinliche Lebensdauer eines x-j&hrigen entspricht der Zeitspanne t,

die verstreicht, bis die Anzahl der lebenden lx Personen auf die H&lfte redu-
ziert ist. Diese Definition kann ausgedriickt werden durch dis Gleichungen:

lx+t _

= Y2 oder = 1z

x
lx+t =R RRcE lx

+Px

Aus der Formel (42) folgt, dass auch .q = Y2 sein muss, d.h., dass es fiir den
x- jahrigen nach der wahrscheinlichen Lebensdauer t gleich wahrscheinlich ist

noch zu leben oder bereits gestorben zu sein.
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Aus der Ueberlebensordnung l&sst sich die wahrscheinliehe Lebensdauer leicht
berechnen, Soll diese beispielsweige flir einen 52jédhrigen Mann bestimmt wer-
den, so entnimmt man aus der VZ-Tafel 152 = 93 666, Die Hdlfte ist gleich
46 833, Die n#chsten Zahlen der lx-Reihe finden wir bei 176 = 48 766 uni bei
177 = 45 312, Es ist:

L 1

10 o goEm g EZZ

5o 52

Die wahrscheinliche Lebensdauer eines 52jdhrigen Mannes betrégt somit rund
245 Jahre.

Hier ist aber, wie bei allen wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussagen, vor
falschen Deutungen oder sogar Prophezeiungen zu warnen! Diese Zahl ist ein
Durchschnittswert, der fiir eine grosse Zahl von becbachteten Personen zutrifft,
fiir den Einzelnen jedoch nichts auszusagen vermeg. Dies gilt auch fir die nach-

folgend behandelte mittlere Lebenserwartung.

Die mittlere Lebenserwartung entspricht der Anzahl Jahre, die ein x-jdhriger

der fiktiven Gesamtheit der lx im Mittel noch durchleben wird,

Wenn wir zuerst annehmen, dass die jdhrlichen Todesfdlle jeweils am Ende des
Jahres erfolgen, so durchleben die lx Personen im ersten Jahre zusammen lx

Jahre, ndmlich jede Person 1 Jahr, Im zweiten Jahr zusammen lx+ Jahre usw,

1
Die mittlere Lebensdauer ist bei dieser Betrachtungsweise also:

Wenn wir jetzt annehmen, dass die jghrlichen Todesfdlle jeweils am Anfang des
Jahres erfolgen, so durchlebt die fiktive Gesamtheit im erstemn Jahr zusammen

lx+l Jahre, im zweiten Jahr lx+2 Jahre usw, Die mittlere Lebensdauer errech-

net sich hier zu:
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Da man in erster Niherung annehmen kann, dass sich die Todesfdlle gleichméssig

iber das Jahr verteilen oder was auf das gleiche Ergebnis fithrt, jeweils in der
Mitte des Jahres erfolgen, wird die mittlere Lebenserwartung definiert als Mit-
tel der beiden letzten Beziehungen und international mit gx (expectation ef
life) bezeichnet. Es ist also:

Wenn wir im Zshler das erste Glied durch 2-1x ersetzen und dafiir am Schluss lx
wieder wegnehmen und durch 2 kiirzen, so erhalten wir fiir die mittlere Lebens-

erwartung:

o 1. g
PR = SR 1 ke
°x lx (lx 0 lx+l k Tx+2 Vises & lu) 2 (44)

Man summiert also die lx vom Alter x an bis ans Ende der Tafel, dividiert die-
se Summe durch lx und vermindert den Quotienten um 0,5. Fiir einen 52 jédhrigen

Mann berechnet man fiir die mittlere Lebenserwartung mit den Tafeln VZ 1960
23,90 Jahre,

Die nachfolgende Tabelle enth#lt die mittleren Lebenserwartungen (in Jahren)
aus schweizerischen Volkssterbetafeln, Die im Laufe von rund 35 Jahren einge-

tretene Sterblichkeitsebrnehme ist deutlich festzustellen:

Kb SM 1921/30 SM 1931/41 SM 1948/53 SM 1958/63 SM 1958/63
Manner M&nner Ménner Ménner Frauen

3,1 60,9 66,4 68,7 e Bl
61,3 63,2 67,8 69,4 74,5
58,6 60,3 64,4 65,8 70,8
15 49,5 51,1 54,8 56,2 61,1
20 45,2 46,7 50,2 51,5 56,2
30 36,8 38,1 41,0 42,2 46,5
40 28,3 29,5 31,9 32,8 37,0
50 20,5 21,3 23,2 24,0 27.8
60 13,8 14,3 15,7 16,2 19,2
70 8,3 8,6 9,5 10,0 11,7

80 4,6 4,6 5,2 5,5 6,1
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Wir haben gesehen, dass es gelingt, aus der Beobachtung einer grossen kunter-
bunt zusammengesetzten Personengesamtheit, deren Altersverteilung e priori
nicht gleichméssig sein wird, eine fiktive Gesamtheit der lx zu konstruieren,
welche die Sterblichkeit des beobachteten Personenbestandes in ihrer ganzen
Mannigfaltigkeit zu charakterisieren vermag. Im Gegensatz zur Wirklichkeit
strotzt geradezu diese konstruierte Gesamtheit won Regelméssigkeit. Der gra-
phische Verlauf der Anzahl noch lebenden Personen - den Sie in einer Uebung
selber gezeichnet haben - nimmt von 100 000 stetig ab und erreicht in einer
eleganten Schlaufe im Alter w die Zahl O, Man hat aus der Beobachtung ein Mo-
dell konstruiert, aus dem, wie wir feststellen konnten, die Sterblichkeits-
verh#dltnisse der beobachteten Personengesamtheit unter allen Aspekten ermit-
telt werdem kilnnem, Es liegt nun auf der Hand dieses Modell flir die Bestimmung
von versicherungstechnischen Barwerten, unter Zuhilfenahme der Finanzmathema-

tik, heranzuziehen, An einem einfachen Beispiel soll dies gezeigt werden:

IV. Die Erlebensfalleistung._:

Wir wollen den Barwert eines Kapitales "1'" berechnen, das in n Jahren an einen
heute x-jdhrigen Mann ausgerichtet werden soll, unter der wichtigen Bedingung
jedoch, dass er in n Jahren noch lebt. Diese Versicherungsform bezeichnet man

als "Erlebensfallversicherung'",

Unsere lx-Reihe wird nun wie folgt angewandt: Wir nehmen an, dass alle in un-
serer fiktiven Gesamtheit figurierenden Personen des Alters x, wobeli x das
Tintrittsalter unseres Versicherten bezeichnet, eine solche Erlebensfallver-
sicherung abschliessen wollen, Alle lx Personen entrichten somit den zu be-
rechnenden Barwert, den wir mit nEx bezeichnen, Nach n Jahren werden noch

1 Personen vorhanden sein. Diesen miissen wir dann das vereinbarte Kapital

x+n
"1 suszahlen.

Da wir einen ''gerechten' Barwert ermitteln wollen, stellen wir zu Beginn ein
wichtiges Prinzip auf, nimlich dass die Einnahmen gleich sein sollen wie die

Ausgaben, Als Kenner der Elemente der Finanzmathematik muss uns diese Aus-



drucksweise als zumindest unpr#zis erscheinen, indem es sehr von Bedeutung ist,

wann die Einnahmen eingehen und wann die Ausgaben stattfinden werden. Darum

prézisieren wir unser Prinzip und postulieren:

Barwert der E Barwert der

45
Einnahmen Ausgaben s}

Dieses Prinzip zieht sich wie ein roter Faden durch die ganze Versicherungs-

technik hin und hat daher auch einen Namen erhalten, n#mlich Aequivalenzprin-

zip. Von diesem Prinzip der zahlenmissigen Aequivalenz zwischen Aufwand und
Leistung ausgehend, errechnen sich die Kosten aller denkbaren Arten von Le-
bensversicherungen und damit auch von Personalvorsorgen, Dabei interessieren
uns hier lediglich die Nettokosten, welche durch die eigentliche Versiche-
rungsleistung verursacht werden, d.h. wir vernachl&ssigen bewusst Verwaltungs-

kosten usw,.

Gehen wir nun zuriick zu unserer Erlebensfalleistung, Jede der lx Personen zahlt
den Beitrag nEx’ Es ist keine weitere Beitragszahlung vorgesehen, also ist der
Barwert der Einnahmen einfach lx.nEx’ Wie steht es nun mit dem Barwert der Aus-
gaben? In n Jahren miissen wir den noch lebenden 1x+n Perscnen das Kapital "1"
auszahlen, total also l'lx+n = lx+n' Da diese Kapitalien aber-erst in n Jahren
fdllig werden, haben wir heute einen Wert von vn-lx+n. Dieses Produkt stellt
gomit den Barwert der Ausgaben dar. Nach dem Aequivalenzprinzip miissen wir al-

go folgende Gleichung aufstellen:

n
lxanEx = v -lx+n (46)
n "x+n - _n
B o= et D B 4
eder Ex v 1 i (47)

Diese letzte Beziehung ist wichtig., Sie besagt némlich, dass der Barwert der
Erlebensfallversicherung und damit auch die Einmalprimie, der Preis der Erle-
bensfallversicherung gleich ist dem finanzmathematischen Barwert des zu zah-
lenden Kapitals, also vn, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass die-
ses Kapital ausbezahlt werden muss. Daa Produkt eines Geldbetrages mal eine

Wahrscheinlichkeit nennt men allgemein einen mathematischen Erwartungswert.




Wir wollen den ersten Teil unserer Gleichung (47) noch etwas anders schreiben,
indem wir den Bruch mit v> erweitern: |
x A
T o7 'lX‘?'H. v &lx+n
E = e e — —eee (4_8]
o x x

v 'lx v 'lx

Im Ausdruck rechts haben wir nun erreicht, dass der Exponent des Abzinsungs-
faktors gleich dem Index des lx-Wertes ist, also x+n im Z#hler und x im Nen-
ner, Es ist daher sinnvoll fir einen bestimmten Zinsfuss die lx mit vx zZu
multiplizieren, Die so erhaltenen Produkte werden tasbelliert und bilden die
sog. diskontierten Zahlen der Lebenden. Man bezeichnet sie international mit
Dx' Es ist also:

Tl = D (49)

D
= e (50)

Die diskontierte Zahl der Lebenden ist die erste der sog. Kommutationszahlen,

von denen es eine ganze Reihe gibt., Eine Kommutationszahl ist also ein Produkt
aus einerseits einem finanzmathematischen Element und andererseits einem aus
statistischen Beobachtungen hergeleiteten Grundwert., Speziell in der Personal;
vorsorge gibt es jedoch recht komplizierte Kommutationszahlen, welche neben
finanzmathematischen Elementen und statistischen Grundwerten sogar noch ganze
versicherungstechnische Barwerte enthalten. Speziell werden die Summen von
Kommitationszashlen auch wieder mit Kommutationszahl bezeichnet. Wir werden

spédter darauf zuriickkommen.
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Aus der Beziehung (47) sehen wir, dass der Barwert der Erlebensfalleistung
nicht nur kleiner ist als 1, sondern sogar kleiner als vn, indem 7P als
Wahrscheinlichkeit kleiner ist als 1. Im Gegensatz zum Barwert eines Kapi-
tals, das in n Jahren sicher auszuzahlen ist und dessen Behandlung in das
Gebiet der elementaren Finanzmathematik geh&rt, muss beim versicherungstech-
nigchen Barwert noch beriicksichtigt werden, dassg die in n Jahren fHllige Zah-
lung nicht mit Sicherheit erfolgen wird.

Die Verh#ltnisse sind rein algebraisch gesehen nicht kompliziert, Sie werden
aber interessant, wenn man sich die Frage stellt, was man eigentlich noch bei
der Anwendung des Modells der lX—Reihe Uberhaupt macht, welche Voraussetzung
dabei unters Eis gegangen sein kdnnte. Wir wissen, dass die lx~Reihe auf Be-
obachtungen beruht, die sich etwa auf 5 bis 10 Jahre erstrecken. Sogar bei
ihrer Publikation wird sie somit immer auf mehr oder weniger weit zuriicklie-
gende Ereignisse beruhen. Wenn wir unsere Aequivelenzbeziehung aufstellen um
den Barwert der Erlebensfalleistung zu berechnen, so nehmen wir doch still-
schweigend en, dass sich die Sterblichkeit in der Zukunft weiter so verhal-

ten wird wie in der zurilickliegenden Beobachtungsperiode, Laufende Beobach-
tungen zeigen aber, dass die Sterblichkeit des Menschen immer noch die Ten-
denz hat, abzunehmen (siehe Tabelle auf Seite 19 unten). Der an sich ver-
sté&ndliche Eindruck, dass die beobachtete Sterblichkeitsabnahme lange genug
gedauert habe oder doch wenigstens nicht mehr lange anhalten k&nne, hat be-
wirkt, dass immer wieder Versuche angestellt wurden, die diesbeziiglichen Ge-
setze, Launen und Schliche der Natur irgendwie mathematisch zu erfassen. Die
meisten dieser Versuche haben bei der Bekanntgabe ihrer Resultate den Prakti-
ker beruhigt, indem er sich von unliebsamen Ueberraschungen in der Zukunft ge-
schiitzt glaubte, ja vielleicht sogar die Meinung vertrat, die diesen L&sungs- ~
versuchen zu Grunde gelegten Hypothesen seien gar zu pessimistisch aufgestellt
worden und dass daher die beispielsweise konstruierte "umendlich ferne Sterbe-
tafel” in Wirklichkeit ja doch nie erreicht werde. Weit gefehlt! Man kann

sich eines unangenehmen Gefiihls nicht erwehren, wenn man heute die Schwéche
mencher solcher Verdffentlichung feststellen muss, indem die heutige Sterb-

lichkeit bereits unter derjenigen solcher unendlich fermen Sterbetafeln liegt,
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Diese Ausfiihrungen sollen Ihnen zsigen, dass eine einfach aufzustellende Glei-
chung wie z.B. die Gleichung (46) stillschweigende Voraussetzungen enthélt,
die schwerwiegend sein k&nnen., Leben né&mlich nach n Jahren mehr Mé&nner als

. unsere Sterbetafel erwarten ldsst, wird also die Sterblichkeit bis zur Fdllig-
keit des Kapitals abgenommen haben, so wird der seinerzeit ausgerechnete Bar-
wert sich als nicht geniigend erweisen., Jedenfalls ist es ein Gebot der Vor-
sicht, dass man fiir Erlebensfalleistungen nur éoiche Sterbetafeln verwendet,
welche eine kleinere Sterblichkeit wiedergeben als z.B. die Volkssterbetafeln.
Ob dann der aus der Beziehung (50) erhaltene Wert aus Sicherheitsgriinden noch
verstérkt werden muss, hat der Versicherungsmathematiker selber zu entscheiden.
Im Vorwort der VZ-Grundlagen finden Sie eine von Herrn Prof. Nolfi vorgeschla-
gene Losung des Problems, die nicht nur theoretisch iUberaus interessant ist,
sondern auch die Berechnung von Rentenbarwerten, "unter Berlicksichtigung der
anhaltenden Sterblichkeitsabnahme" ermdglicht. Aus Zeitmangel kénnen wir lei-

der in diesem Kurs nicht weitef‘hﬁf diese wertvolle Arbeit eingehen.

Wir gehen nun einen Schritt weifer. Dabei werden wir, um Zeit zu gewinnen,
nicht mehr bei jeder Gelegenheit auf die zu erwartende Sterblichkeitsabnahme

hinweisen, sondern einfach stillschweigend an sie denken.

V. Rentenbarwerte

Was eine Rente ist, wissen wir schon. Im Gegensatz zum.iim , welches unter der
Annahme ermittelt wird, dass die Rente sicher genau n Jahre bezahlt werden

wird, wollen wir den Barwert einer Leibrente "1!" bestimmen, welche sofort,

d,h. unmittelbar nach Erhalt bzw, Sicherstellung des Barwertes, an einen
heute x-jédhrigen Mann solange ausgerichtet werden soll, als er noch lebt.
Die Rente sei vorerst jghrlich vorschiissig zahlbar, der betreffende Barwert

wird international mit ax bezeichnet,

Ganz analog wie bei der Erlebensfalleistung, es handelt sich ja um sukzessive
Erlebensfalleistungen, ermitteln wir die Barwerte der Zinnshmen und Ausgaben,
wobei die Zeitpunkte der Auszahlungen beriicksichtigt werden miissen (siehe das

Auszahlungsschema auf Seite 7 unten) und setzen diese in einer Gleichung ein-

ander gleich:
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2 3
Vel st T 'lx+3 + e (51)

lx'ax - lx it v'lx+l
Die Summe rechts geht bis zum Alter ) und bricht dann dort automatisch ab,
indem alle 1x fiir x ®¢y null sind, Daher brauchen wir das letzte Glied nicht

; ; x g
besonders zu schreiben. Erweitern wir mit v, so erhalten wir:

Dx'ax = Dx * Dx+l * waz * Dx+3 o :

i i,
odar 8 Dx-(Dx + Dx+l - Dx+2 ¥ Dot s ) (52)

Wir fiihren nun eine neue Kommutationszahl ein, n#&mlich die Summe der diskontier-

ten Zahlen der Lebenden und schreiben dafiir international:

N = D +D +D +D + aa (53)

&, = (54)

Diese Fermel ist auffidllig einfach, wenn man bedenkt, dass man die noch ver-
bleibende Lebensdauer unseres Rentenbeziigers nicht kennt bzw, nicht sichtbar

verwendet hat.

Es gei hier noch auf eine interessante Beziehung hingewiesen, Sehr oft wird
bei Diskussionen iiber Vorsorgeeinrichtungen, Pensionierungen usw, die Frage
nach der bereits behandelten Lebenserwartung gestellt. Wenn man dann fiir ei-
nen 65jéhrigen ménnlichen Rentenberechtigten einen Wert von etwa 14 Jahren
angibt, so errechnet der Laie den heutigen Wert einer Jahresrente von bei-
spielsweise Fr, 1 000.- zu Fr., 14 000,-, Wir wissen, dass das falsch ist, be=-
stimmt sich doch der Barwert einer wdhrend 14 Jahren vorschiissig zahlbaren
Zeitrente von Fr. 1 000.-, berechnet zu 33%, zu nur Fr., 11 303.-. Diesen Feh-

ler werden wir nicht begehen, aber wir werden uns fragen, eb eine Beziehung
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besteht zwischan dem Laibrentenbarwert éx und dem Zeitrentenbarwert Hﬂ , wenn
fiir n die mittlere Lebenserwartung gx eingesetzt wird. Es gelingt nun zu be-

weisen, dass

B < 4 (55)

= 5x+y2|

Der Leibrentenbarwert ist also kleiner als der Zeitrentenbarwert (gleicher
Rechnungszinsfuss natiirlich vorausgesetzt) fiir die Rentenzahlungsdauer §x4V2,
wobei das Y2 weggelassen werden kénn fiir Alter, je nach Absterbeordnung, die
unter etwa 70 bis 75 Jahren liegen. Betrachten wir die Verh&ltnisse bei den
Tafeln VZ 1960 35%, wobel wir fiir die nicht ganzzahligen Dauern n und m die

Zeitrentenbarwerte linear interpolieren:

x 8 n=gx+V2 i =§X éﬁ

35 21,364 39,90 22,076 39,40 21,945
45 18,409 30,53 19,225 30,03 19,047
55 14,860 21,92 15,659 21,42 15,416
65 10,989 14,52 11,624 14,02 L3815
fiés] Tya72 8,86 7,768 8,36 7,388
76 7,053 8,40 7,419 7,90 7,036

Die obigen Zahlen bestédtigen die Ungleichung (55), deren strenger Beweis nicht
ganz einfach ist.

Wenn die lebenslingliche Leibrente j#hrlich nachschiissig zahlbar ist, verschwin-

det einfach das erste Glied der rechten Seite unserer Gleichung (51) und wir

erhalten fiir den gesuchten Barwert a, (ohne Punkte):

N D_+N -D N_-D

= T D R T %
x x xX



Wenn die Leibrente nicht einmal j&hrlich, soadern in m Raten zu Um ausgerichtet

werden soll, so lassen sich folgende Niherungsbeziehungen, die jedoch fir die

Praxis in der Regel geniigen, herleiten. Leider konnen wir auf die Herleitung
aus Zeitgriinden nicht eingehen. Die nachstehenden Formeln entstehen durch 1li-

neare Interpolation der Kommutationszahlen:

L(m) m-1

ax = éx m HHE (57)
fm) -1

Bl R H e (58)

Berechnen wir das Korrekturglied auf drei Stellen genau, so erhalten wir:

" n-1
2m

0,250

0,375

12 0,458

Wir beachten, dass das Korrekturglied beim "vorschiissigen Barwert" subtrahiert,
beim "nachschiissigen Barwert" dagegen addiert werden muss. Das Auszahlungsschema
auf Seite 12 oben flir m = 4 gilt selbstverstédndlich auch fir eine in viertel-

jédhrlichen vorschiissig zahlbaren Leibrente "1",

Wir merken uns noch die Bedeutungen von éx bzw,. ax:

1. TEinmalpr#imie, wenn einem x-jdhrigen Versicherten eine lebensléngliche

Leibrente von jéhrlich "1" ausgerichtet werden soll;
2. Barwert einer lebenslidnglichen Leibrente "1";

3. Loskaufsurme, wenn ein x-jédhriger Mann sich von der Verpflichtung

loskauft, sein Leben lang jéhrlich die Summe "1" zu zahlen.

Wir gehen nun iiber zu den aufgeschobenen und temporéren Leibrentenbarwerten:



- 28w

Unter einer aufgeschobenen Leibrente versteht man eine lebenslinglich zahlbare

Rente, welche aber erst nach n Jahren bzw, beim Erleben eines vorgegebenen
Schlussalters s zu laufen beginnt (es ist dann n = s-x). Fiir die Berechnung
des Barwertes einer aufgeschobenen, j#hrlich vorschiissig zahlbaren Rente "1V,
stiitzen wir uns auf unser Modell der lx und betrachten das folgende Auszah-

lungsschema:

Aufschubszeit

1 n = (s=-x)Jahre 1 I 1 2

Nach dem Aequivalenzprinzip gilt, wenn wir den gesuchten Barwert mit s-xiéx
bezeichnen:
s _ ,S=X S=-x+1 LS=X+2
lx S—xlax el v 'ls + v .ls+l + v ‘ls+2 + vea
X
mit v© erweitert:
Dx°s-xtax g Ds . Ds+l * Ds+2 - Ds+3 v e Ns
Ns
8 = — (59)
s-x| x Dx

Wenn wir beispielsweise s = 65 einsetzen, so stellt die Beziehung (59) den
Barwert einer ab Alter 65 laufenden jihrlich vorschiissig zahlbaren Alterspen-

gion "1" dar, die heute einem x-jdhrigen Arbeitnehmer zugesagt ist,

Eine Umformung der Formel (59) durch Erweiterung des Bruches mit D_ ergibt:

e’

Dy
"o o és (60)
s X

8 Ns

s-xlax P 5
ps

D.h. der Barwert der aufgeschobenen Leibrente ist gleich dem Barwert einer

Erlebensfalleistung vom Betrage és.
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Soll dis Rente unterjdhrig in m vorschiissigen Raten zu Vm zahlbar sein, so er-
h&dlt man in Anlehnung an die N#herungsbezishung (57):

D

Die Barwerte der nachschiissig zahlbaren Renten sollen hier nicht weiter unter-
gucht werden, Sie sind in analoger Weise wie die Barwerte der vorschiissigen

Renten herzulsiten.

Die tempor#re Leibrente wird sofort beginnend an einen x-jéhrigen Versicherten

entrichtet so lange er lebt, léngstens jedoch widhrend n Jahren bzw, bis zum
Erleben eines vorgegebenen Schlussalters s. Auch hier gilt n = s-x, Fir die
Berechnung des Barwertes fiir eine j&hrlich vorschiissig zahlbare Rente "1", den
wir mit %x’“?ﬂ bezeichnen, blédttern wir zuriick und betrachten die Gleichung

i8=

(51). Analog erhalten wir:

lx.éx:nﬂ ]'- lx + v.l]['ﬂ. + v ‘lx+2 i 'lx+3 * “aw + v .ls—l (62)
oder & = JLw(D +D + D + +D_.) (63)
x:s-x Dx x x+l xRS B s=-1
Nun ist: Ne= D, #B_ 4y *D oy ¥ wwn PB4 # B _+D . #B 5 #* uis
Na = Ds + Ds+l + Ds+2 + ...
und somit:
Nx - Ns
i oy = ———— (64)
X:8-X] Dx
Formen wir diesen Ausdruck um, so erhalten wir:
N N
- e e R
qs T D 5. = % " sxix (65}
X b



- 30 =

Der Barwert einer tempordren Leibrente ist somit gleich dem Barwert einer
sofort beginnenden lebenslénglichen Leibrente vermindert um den Barwert der
fiir dieselbe Dauer aufgeschobenen Leibrente. Bei unterjéhriger Zahlung er-
h&lt man unter Anwendung der Naherungsbeziehung (57):

D
. (m) " m-1 Sy _ b=l
Beomm = &% - 2@ - B (as ' Em)
D
.(m) _ m-1, 8
ax:s—ﬂ = 8,53 "~ om (L - Dx) (66)

Der Barwert der temporiiren Leibrente ist eine sehr wichtige Grésse. Er ist der
Barwert eines lebenslénglich, lingstens jedoch bis zum Schlussalter s zahlba-
ren Betrages oder Beitrages '"1", Wenn wir algo flir einen Versicherten einen
totalen Beitrag B einkassieren, der geméss Statuten oder Reglement in vorschiis-
sigen monatlichen Raten solange ausgerichtet wird als der Versicherte lebt,
léngstens jedoch bis zum Schlussalter s, so ist
(12)

Be§

x:5- (57)

der Barwert aller kiinftiger Einnahmen zugunsten des betreffenden Versicherten.
Wie dargelegt wurde, bildet dieser Barwert der Einnahmen die linke Seite unse-
rer Aequivalenzforderung (45) und spielt daher bei der Berechnung von Jahres-

beitrdgen bzw, Jahresprimien eine entscheidende Rolle.
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VI. Die Todesfalleistung

Alle bis jetzt behandelten Vorsorgeleistungen hattien den Charakter von sog.
Erlebensfallversicherungen, d.h. die vereinbarte Versicherungsleistung (Kapi-
tal oder Rente) wird nur dann ausgerichtet, wenn der Versicherte im zum voraus
festgesetzten Zeitpunkt bzw. in zum voraus festgesetzten Zeitpunkten noch lebt.
Stirbt der Versicherte vor dem vereinbarten Zeitpunkt, so wird keine Leistung
erbracht, der fiir die Versicherung zuriickgestellte Barwert (= Einmalprémie,
siehe Seite 27 unten) bleibt beim Versicherer und liefert den notwendigen Bei=-
trag an die Versicherungskosten fiir diejenigen Versicherten, welche die ver-
einbarte Zeitspanne iiberleben., Dass bei der Barwertsberechnung beriicksichtigt
wird, dass die zu tdtigende Zahlung nicht mit Sicherheit erfolgen wird, wurde

bereits auf Seite 23 oben erldutert.

Wir wollen jetzt den Barwert eines Kapitals '"1" berechnen, das dann ausgerich-
tet werden soll, wenn ein heute x-jihriger Msnn stirbt. Dabeil wird vorausge-

setzt, dass das Kapital am Ende des Sterbejahres féllig sein soll. Diese Versi-

cherungsform bezeichnet man als "lebenslédngliche Todesfallversicherung'".

Wir nehmen wiederum an, dass alle in unserer fiktiven Gesamtheit figurierenden
1x J#inner des Alters x eine lebenslingliche Todesfallversicherung abschliessen
wollen. Alle lx Personen entrichten somit den zu berechnenden Barwert, den man
international mit Ax bezeichnet. Da keine weitere Beitragszahlung vorgesehen

ist, betrigt der Barwert der Einnahmen einfach lx-Ax.

Tiir den Barwert der Ausgaben erinnern wir uns an die Formel (39), welche uns
erlaubt, die in einj#dhrigen Intervallen zu erwartenden Todesfdlle zu ermitteln,
Fiir jeden solchen Todesfall miissen wir am Ende des betreffenden Jahres das Ka-

pital "1" eusrichten. In der nachfolgenden Tabelle sind die Verh&ltnisse zu-

sammengestellt:
Anzahl der Auszuzahlende
Intervall Todesfdlle Kapitalien am Biﬂgezzeger
im Intervall Ende des Jahres g
gxL 4, #ley =l Bl g.dx
x+1/x+2 B ™ lx+l Lo dx+l'l v3-dx+l
x2/x+3 4o = Lyp T les Lrpd Vel
Gelfy @ =L . =0 ) v E.a

w-1 w-1 -1 w-1



Wir koénnen somit nach dem in der Formel (45) festgehaltenen Aequivalenzprinzip

schreiben:
lon = v-d + v 'd + 7 'd * s (68)

Die Summe rechts geht bis zum h&chsten Alter der Sterbetafel, bricht somit
automatisch ab, so dass wir das letzte Glied nicht besonders zu schreiben

brauchen; Durch lx dividiert:

d d d
b g A T < (69)
% 1

x 55 X

Wenn wir hier einen kleinen Abstecher in die Wahrscheinlichkeitsrechnung unter-
nehmen, so erkennen wir sofort, dass der gesuchte Barwert Ax wiederum eine Sum-
me von mathematischen Erwartungswerten (vgl. mit Seite 21 unten) darstellt. Die

1+t

diskontierten Geldbetrage v (t lduft von 0, 1, 2, ... bis w=-x-1) werden

jeweils mit den uns bereits bekannten Wahrscheinlichkeiten der Beziehung (43):

d'J::th s

1 thx
g

multipliziert, Wir erinnern uns, dass das Symbol diejenige Wahrschein-

q
Bl =%
lichkeit darstellt, dass ein heute x-jdhriger Mann nach t Jahren noch lebt und

im Laufe des darauffolgenden Jahres, d.h. im Intervall x+t/x+t+l, stirbt.

Multiplizieren wir die beiden Seiten der Gleichung (68) mit vx, so erhalten wir:

I i § X+2 x+3
Bolly, = W el +* ¥ LT e TR (70)
Damit erreichen wir n#émlich, dass die Exponenten der Abzinsungsfaktoren immer
um 1 héher sind als die Indizes der dX—WBTtG. Wie bei den ersten Kommutations-
zahlen (siehe Seite 22) ist es sinnvoll, fir einen bestimmten Zinsfuss die dx
mit vX+l zu multiplizieren. Die sich srgebenden Produkte werden tabelliert und

bilden die sog. diskontierten Zahlen der Gestorbenen, Man schreibt dafir:

2y o o® (71)
x X
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Die Gleichung (70) wird dann, nach Division durch D_:

R ow it B A0 +C B sonie) (72)

Wir filhren eine weitere Kommutationszahl ein, namlich die Surme der diskontier-

ten Zahlen der Gestorbenen und schreiben dafir:

M = C_+¢C + C Y p e (73)

Die endgiiltige Formel fiir den Barwert der lebenslénglichen Todesfallversi-

cherung wird dann:

M

X
A, = T (74)
X

Durch die geschickte Aufstellung von neuen Kommutationszahlen wird auch diese

Beziehung {iberraschend einfach.

welches sind nun die Zusammenhinge zwischen den uns bekannten Kommutations-
zahlen Dx und Nx und den nsuen CK und Mﬁ? Ausgehend von der Definitionsbe-
zishung (71) kénnen wir schreiben:
X+, x+1
= v ,(

x
lx ~ lx+l) = VeV -lx - ek = v-Dx -D

C. = v-D_-D (75)

Durch Surmation der beiden Seiten dieser Gleichung folgt auch die folgende

Beziehung:

M = v.N_ - N

X X x+1 (76)

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch erwdhnt, dass die Surme der Nx mit
Sy die Summe der Mx mit R pezeichnet wird. Die Sx und Rx finden speziell

bei im Laufe der Versicherungsdauer sich verdndernden Leistungen Anwendung.



Setzen wir (76) in (74) ein, so finden wir eine wichtige Bezishung zwischen

dem Ax und dem éx, nédmlich:

. - Wil e Nx+l y D_* P, = ¥oaa = Dx e Er Nx - v-Nx - s (l-v)aNx
X Dx Dx Dx Dx
Nx
oder, weil == =4&_ und l-v = d:
D X

M

A = L1-dd (77)

Der Barwert der lebenslénglichen Todesfallversicherung kann also aueh aus dem
Barwert der sofort beginnenden vorschiissigen Leibrente ermittelt werden (fir
Werte von 4 siche Seite 8 unten),.

Sell die Todesfallsumme "1'" nur dann ausgerichtet werden, wenn der Versicherte
vor dem Schlussalter s, d.h. im Laufe der nichsten s-x Jahre stirbt, so spricht

man von einer temporiren Todesfallversicherung. Den entsprechenden Barwert be-

zeichnet man mit Ax. Ausgehend von der Gleichung (72) muss die Reihe ein-

s=x|
fach nach s-x Gliedern abgebrochen werden:

R
s—xlﬂx s Dx (Cx * Cx+l * Ox+2 * e % Cs-l) (78)
: Mx - Ms
nder s-xi‘&‘x = —'ﬁ'x—“"" (79)

Speziell erhalten wir fiir die Dauer von einem Jahr, alse fiir s = x+1, die sog.
einjihrige Risikoprémie fir den Todesfall:

x —
A = W e = v.q (80)

Wir erinnern uns, dass das Todesfallkapital am Ende des Sterbejahres zahlbar

angenommen wurde,
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Das Kapitel iiber die Todesfalleistung mdchte ich abschliessen mit einer Versi-
cherungsform, welche bel betrieblichen Vorsorgeeinrichtungen sehr h&ufig als

"Riickdeckung" verwendet wird: die sog. Usberlebenszeitrente (auch etwa Todes-

fallzeitrente, Erbrente, Femilienrente genannt):

Beim Ableben des Versicherten vor Erreichen des Schlussalters s, erhalten seine

Hinterbliebenen eine Zeitrente "1" und zwar bis zum Zeitpunkte, an welchem der

Verstorbene das Alter s erreicht hétte, Wenn wir fiir den Barwert bzw. fir die

Einmaelprémie der Ueberlebenszeitrente setzen (die Rente wird jeweils am

a
X1 B-%!
Ende des Jahres ausgerichtet, erstmals am Ende des Sterbe jahres) und das Aequi-

valenzprinzip anwenden, so k&nnen wir setzen:

a oy = L) ® L, - B ] RO A T

e 5% % x+1 % X x+3
+ ¥ (L - 1)
X S

durch lx dividiert:

1
| x+1 2 x+2 S-X, 8
8ximt v (l i 1 } (l i 1 } * e v (l L 1 )
X X X
84 — = v+ v2 + A ( 0 2 lX+2 + b B
ST - LineT T ey o 1 )
X X X

Betrachten wir unsere Formeln (16) und (51) sowie die Bemerkung auf Seite 26

unten fiir die nachschiissig zahlbare Leibrente, so kénnen wir schreiben:

&g T %= T %xisTx (81)

Diese Formel ist einleuchtend: Der Ausdruck fiir den gesuchten Barwert besagt
né&mlich, dass die Rente dann ausgerichtet wird, wenn der Versicherte nicht
mehr lebt: Zeitrentenbarwert (unbedingt zahlbar) minus Barwert der sofort be-
ginnenden temporéren Leibrente (nur im Lebensfalle zahlbar), beide Rentenbar-
werte filr dieselbe Dausr s-x. Man beachte, dass es sich, infolge der getroffe-
nen Voraussetzung fiir die Rentenzahlungen, um nachschissige Rentenbarwerte

handelt.
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Beim Ableben des Versicherten im Alter x+t ist die Zahlungsdauer der nun begin-

nenden Rente s-(x+t) = s-x-t eindeutig bestimmt; daher der Name Ueberlebens-
zeitrente, Iat z.B. das Schlussalter s = 65 Jahre und stirbt der Versicherte
im Alter von 45 Jahren, so betr#gt die Zahlungsdauer der Zeitrente 65-45 = 20
Jahre. Aus diesem Grunde ist der Versicherer bereit, anstelle der nun einset-
zenden Rente '"1" deren Barwert agrf:a (etwa "Abldsungswert" genannt) auszu-
zahlen. Dieser Abldsungswert wire nach den getroffenen Voraussetzungen am Ende
des Sterbejahres zahlbar. Mit zunehmender Dauer © nach Versicherungsabschluss
nimmt der genannte Barwert ab, d.h. je né&her beim Schlussalter s sich der To-
deszeitpunkt befindet, desto kleiner ist der auszuzahlende Ablgsungswert. Die
Versicherung einer Ueberlebenszeitrente entspricht somit einer temporéren To-
desfallversicherung mit abnehmender Todesfallsumme; dabei ist die Abnahme nicht

linear, sondern entspricht dem Verlauf der éEZE:fI (x und s fest, t variabel).

Wie bereits erwidhnt wird nun die Versicherung der Ueberlebenszeitrente in der
Personalvorsorge sehr oft als Riickdeckung verwendet. Offensichtlich geschieht
dies bei der "Alterssparkasse mit Todesfallversicherung", etwa auch "Sparversi-
cherung" genannt. Bei einem vorzeitigen Todesfall ist das angesammelte indivi-
duelle Sparkapital noch bescheiden, der Abldsungswert der Ueberlebenszeitrente
jedoch hoch; erfolgt aber der Tod nahe beim Schlussalter, so liegen die Ver-
haltnisse gerade umgekehrt: das angesammelte Sparkapital hat nshezu den bei der
M terspensionierung zur Verfiigung stehenden Endwert erreicht, der Ablosungswert
der versicherten Ueberlebenszeitrente ist klein., Es gelingt nun, die Hohe der
Ueberlebenszeitrente so zu bestimmen, dass wéhrend der ganzen Versicherungs-
dauer die Summe aus Abldsungswert und angesammeltem Sparkapital nie unter dem
im Schlussalter angesammelten Endsparkapital f&llt. Ist der Rechnungszinsfuss
der Alterssparkasse gleich dem Rechnungszinsfuss mit welchem der Abldsungswert
der Usberlebenszeitrente berechnet wird, so kann die Hthe der UeberlebenszeitQ
rente sogar so berechnet werden, dass beim Ableben in jedem beliebigen Zeitpunkt
der Versicherungsdauer, die Summe aus Abl3sungswert und angesammeltem Sparka-

pital gleich ist dem im Schlussalter angesamnelten EndSparkapital.'



VII. Individuslle Jahresprémien

Wir wissen, dass die numerische Auswertung aller bisher hergeleiteten Barwerte
von Versicherungsleistungen gleichzeitig auch die entsprechende Netto-Einmal-
prémie ergibt., Bei der Anwendung des Aequivalenzprinzipes wurde bis jetzt immer
angenommen, dass nach dem Abschluss der Versicherung keine Prémien oder Beitrége
mehr f&llig sein sollen, Wir erinnern uns aber ‘auch an unsere Beziehungen (64)
und.(66), welche den Barwert einer lebenslénglich, l&ngstens jedoch bis zum
Schlussalter s zahlbaren Rente "1" darstellen. Sagen wir anstelle von Rente
mindividuelle Jahresprémie" und bezeichnen wir diese mit sz.é.:.).q , so ist das
Produgt PxfE:i|.axf§:i|der Barwert aller kiinftigen jahrlich vorschiissig zahl-

baren Jahresprimien, geschuldet solange der Versicherte lebt, l&ngstens jedoch

(%gl- -5(%21_ der Barwert aller kiinftigen monat-
x:8-% x:8-X]

1ich zahlbaren Pramien, geschuldet solange der Versicherte lebt, léngstens je-

bis zum Alter s. Analog ist P

doch-bis zum Schlussalter s.

Bezeichnen wir ganz allgemein die Einmalprimie einer Versicherung, abgeschlossen
im Alter x flur eine Dauer von s-x Jahren (d.h. mit dem Schlussalter s) mit
ExfEt‘ und setzen den Barwert der Einnahmen gleich dem Barwert der Ausgaben,

so wird, bei monatlich vorschiissiger Prémienzahlung:

(37] L bd2)
Px:s-x] a)c:‘s’._--"z"t:!' i Ex:s-ﬁ (82)
und daraus
o12)  _ Ixw
Xi8- 5 12) (83)
x:5-%I

Soll die Jahresprémie jeweils einmal zu Beginn jedes Jahres fdllig sein so ist
dis Einmalprémie einfach durch den entsprechenden Barwert éxfg:gazu dividieren.
Die letzte Formel gilt ganz allgemein: Die individuelle Jahresprédmie wird er-
halten indem man die Einmalpr#mie dividiert durch den der Préamienzahlungsart
und -dauer entsprechenden Leibrentenbarwert. In der Formel (83) ist still-
schweigend angenommen, dass die Primienzahlungsdauer gleich ist wie die Ver-

sicherungsdauer, némlich s-x Jahre. Dies braucht nicht unbedingt der Fall zu
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sein, Bezeichnen wir mit s' das hdchste Alter, bei welchem im Erlebensfall noch
oine Pramienzahlung erfolgen soll, so erhalten wir fir die bezligliche jdhrlich

vorschiissig zahlbare Jahresprémie:

Ex-s-xl
= —_—— (84)

P =1
xSRI

x:9'-x!

In der Personalvorsorge wird in der Regel anstelle des Begriffes "Prémie' das
Wort "Beitrag" verwendet., Auch im amerikanischen Sprachgebrauch wird unter-
schieden zwischen "premium" fiir eine Pr#mie, welche an eire Versicherungsge-
sellschaft entrichtet wird und "deposit" fiir den Beitrag an einen selbstver-
walteten Pensionsfonds. Dies soll uns hier nicht weiter besch&ftigen, indem

die rechnungsmdssigen Belange nicht tangiert werden.

Endlich lisst der Titel des vorliegenden Kapitels '"Individuelle Jahresprémien'

darauf schliessen, dass es auch kollektive Jahresprimien gibt., Diese werden

nach einem erweiterten Aequivalenzprinzip berechnet, indem beispielsweise die
Barwerte der kinftigen Einnahmen und Ausgaben nicht individuell, sondern global
fiir ganze Personenbesténde berechnet und weiter verwendet werden. Dabei konnen
die Berechnungen unter Zugrundelegung weiterer Annahmen, beispielsweise lber
den kiinftigen Verlauf der Geh#lter und Ldhne, iber kiinftige Zu- und Abgénge .
usw, , beliebig erweitert werden. Die Behandlung dieser Probleme wiirde jedoch

den Rahmen des vorliegenden Kurses sprengen,

VIII. Das Deckungskapital

Der Begriff des Deckungskapital soll an einem praktischen Beispiel veranschau-
licht werden. Wir wollen n#mlich die Finanzierung bzw. den finenziellen Mecha-
nismus einer temporiren Todesfallversicherung eingehend untersuchen., Wenn wir
also annehmen, dass unser Versicherter beim Abschluss der Versicherung 45 Jahre
alt ist, die Versicherungsdauer 10 Jahre, das Schlussalter s = 45+10 = 55 Jahre
und das versicherte Kapital Fr, 10 000.- betrdgt, so kdnnen wir fiir die Finan-

zierung folgende zwei Mdglichkeiten ins Auge fassen:
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1., Msglichkeit: Die Versicherung wird zu Beginn jedes Jahres fiir die Dauer

eines Jehres neu abgeschlossen durch sukzessive Einmalprimien.

Unter Verwendung der Tafeln SM 1958/63 zum technischen Rechnungszinsfuss von
34% erhalten wir fir diese sukzessiven Einmalprémien geméss Formel (80):

c vl 4
N - R
1% D % L
X v el %
s
x 10000+ ‘le
Fr.
45 40,10
46 44,31
47 48,67
48 53.64
49 59,23
50 66,10
51 73,77
52 82.16
53 91,31
54 101,82

Die jdhrlichen "Betriebsrechnungen!" fiir den Bestand der fiktiven Gesamtheit der

lx gestalten sich wie folgt:

Tah Einnehmen (Ende Jahr) Ausgaben (Znde Jahr)
T 1
& X 1 -10000-.A +1,035 10000-4
x i e b.
Mio, Fr. Mio, Fr.
i 91 313 3,79 3,79
2. 90 934 4,17 417
3, 90 517 4,56 4,56
4, 90 061 5,00 5,00
5. 89 561 5,49 5,49
6. 89 012 6,09 6,09
¥ 88 403 6,75 6,75
8. 87 728 7,46 7,46
9, 86 982 8,08 8,22
10. 86 160 9,08 9,08

In jedem einzelnen Jahr entsprechen die Einnahmen den jeweiligen Ausgaben. Die

jeweils erhobenen Prémien sind einjéhrige Risikoprimien. Irgendeine Reserve-

bildung entsteht nicht,
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2. Mdglichkeit: Die Versicherung wird fiir die vorgesehene Dauer von 10 Jahren

abgeschlossen mit einer gleichbleibenden individuellen Jahres-

primie, einer sog. individuellen Durchschnittsprémie,.

Mit Hilfe derselben Rechnungsgrundlagen erhalten wir fir diese individuelle
Jahrespramie (jeweils zu Beginn jedes Jahres zahlbar), unter Beriicksichtigung
unserer Formeln (79), (64) und (83):

g« My 7752,85 - 6710,05  _ 10428000
N

P = 10000+ = 10000° 3gg70,77 - 181640,73 T 163330,04 T 11l

Die nachfolgende Tabelle enth#lt nun wiederum die Betriebsrechnungen fir den
fiktiven Bestand der lx im Leufe der Versicherungsdauer, jeweils am Ende des
Tahres. In der Kolonne "Einnehmen (Ende Jahr)" figurieren die zu Beginn des
betreffenden Jahres einkassierten Primien plus den verbleibenden Einnahmen-
iberschuss des Vorjahres, beides mit Zins fiir 1 Jahr. Die Kolonne "Ausgaben
(Ende Jahr)" enth#lt die ausbezahlten Todesfallsummen im betreffenden Jahre,
jeweils f#llig am Ende des Jahres. Dic Kolonne "Einnghmeniiberschuss (Ende Jahr)"

ist gleich der Differenz der beiden erstgenannten Kolonnen:

Einnahmen (Ende Jahr) Ausgaben (Ende Jahr) Einnahmeniiberschuss (Ende Jshr)

Jahr

" (lX-P + t_iV)-l,OSB lOOOO-dx £V = Deckungskapital

Mio, Fr. Mio. Fr. Mio. Fr.

X, 6,03 3.9 2,24
25 8,33 W d 4,16
3. 1029 4,56 5,73
&, 11,88 5,00 6,88
5, 13,04 5,49 T 55
6. 13,70 6,09 7,61
Ts 13,72 6,75 6,97
8. 13501 7,46 5,55
9, 11,49 8,22 3,27
104 g,08 9,08 0,00

Im Gegensatz zur Finanzierung durch einjéhrige Risikoprémien stellen wir hier,
bei der Finanzierung durch eine Durchschnittsprémie, fest, dass die Rechnung

erst am Schlusse der Versicherungsdauer aufgeht., Die in den ersten Jahren zu

viel einkessierten Pramienteile sind nicht etwa erfreuliche Gewinne, vielmehr
missen sie zinstragend angelegt werden, die so entstehende Reserve heisst

Deckungskapital und dient zur spiateren Mitfinanzierung der Todasfallkapitalien,
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Das Deckungskapitel stellt somit eine Schuld des Versicherers gegeniiber den
Versicherten dar. Es wird in unserem Beispiel durch die vorerst nicht verwen-
deten Pramienteile aufgebaut und spéter fiir die Zahlung der im Vergleich zur

jeweiligen Prémieneinnahme grosser werdenden Todesfallkapitalien verwendet,

Die beiden geschilderten Mdglichkeiten zeigen ibrigens zwei klassische Finan-

zierungsverfehren: Die 1. Moglichkeit 1st ein reines Umlageverfahren: die je-

weils einkassierten Priémien werden laufend fir die auszuzahlenden Todesfallka-
pitalien verwendet. Da diese mit der Zeit zunehmen, miissen auch die entspre-
chenden Primien erhdht werden, Die 2, Moglichkeit ist ein reines Kapitaldek-

xungsverfahren: Die Jahresprémie wird so bestimmt, dass sie wdhrend der ganzen

Versicherungsdauer konstent bleibt. Sie ist also zu Beginn hoher als beim Unm-
lageverfahren. Die nicht verwendeten Pramienteile der ersten Halfte der Versi-
cherungsdauer werden zinstragend angelegt und bilden ein Deckungskapital. In
der zweiten Hilfte der Versicherungsdauer sind die Jehresprémien kleiner als
beim Umlageverfanren bzw, zu klein fiir das hther gewordene Risiko, sodass das
angesammelte Deckungskapital sukzessive wieder abgebaut werden muss. Die bei-

den Finenzisrungsmdglichkeiten weisen jedoch ein gemeinsames Rechnungselement

auf: Die jahrliche Ausgaben, ndmlich lOOOOcdx sind dieselben.

Es stellt sich nun die Frage nach einer Definition des Deckungskapitals, welche

uns erlaubt, diese Schuld jederzeit berechnen zu kdnnen, Nach den bisherigen
Ausfiihrungen muss es gelingen, die Zahlen der Kolonne rechts unserer letzten

Tabelle wie folgt zu berschnen:

Endwert der it w8 Endwert der bereits ausbezahl- (85)
Pramieneinnahmen i ten Versicherungsleistungen

Wir blicken also in einem bestimmten Zeitpunkt der Versicherungsdauer zurick

auf das Versicherungsgeschehen: Wir haben Prémien eingenommen, wir haben Ver-
sicherungsleistungen erbracht, die Differenz der aufgezinsten Endwerte muss

somit das gesuchte Deckungskapital ergeben. Die Bezieshung (85) stellt somit

s

cine erste Definition des Deckungskapitals dar. Weil fur die Berechnungen die
bereits zuriickliegenden Tatbesténde beriicksichtigt werden, spricht man vom

Deckungskapital, berechnet nach der retrospextiven Methode oder kurz vom re-

trospektiven Decxungskapital.



Fiir die Bestimmung der in der Beziehung (85) genannten Endwerte geht man analog
vor wie bei den Barwerten, nur erfolgt hier selbstredend eine Aufzinsung anstelle
einer Abzinsung. Betrachten wir den Endwert der Prémieneinnahmen am Ende des

t, Jahres:

Die erste Jahresprémie von Fr. 63.85 wurde zu Beginn des 1. Jahres von lx Perso-
nen entrichtet und lag wihrend t Jahren an Zins, die zwelte Jahresprédmie wurde
zu Beginn des zweiten Jahres entrichtet von 11{+l Personen und lag wdhrend t-1
Tahren an Zins, usw. Zu Beginn des t. Jahres wurde die Jahresprémie von lx+t-l
Personen entrichtet und lag noch 1 Jzhr an Zins. Wir kdnnen also fir den End-
wert der Prémieneinnahmen schreiben:
63.85 + (L_-r® + 1 R R o +r)

%z x+t-1
Tine analoge Uebarlegung gibt uns den Endwert der bereits ausbezahlten Todesfall-
kapitalien, wobei wir uns erinnern, dass diese jeweils am Ende des Jehres ent-
richtet werden:

t-1 t-2 t-3

10000 - (dx-r +d_ .7 +d . ol dx+t—l)

In unserem Beispisl ist x=25, t lasssen wir laufen von 1 bis 10.

Die folgende Tabelle enthilt die nach den vbeiden letzten Formeln berechneten

Endwerte und deren Differenzen:

Endwert der Endwert der 2
ek Prémien- ausbezahlten D?;gﬁig:kziiEE%
t einnahmen Kapitalien P
Mio, Fr. Mio. Fr. Mio. Fr.
1. 6,03 3,79 2,24
2. 12,25 8,09 4,16
3. 18,67 12,94 5T
4, 25,27 18,29 6,88
5. 32,07 24,52 7,55
6. 39,08 31,47 7,61
T 46,29 39,32 6,97
8. SEIATA 48,16 5,55
9. 61,33 58,06 3,27
10. 69,17 69,17 0,00

Wie zu erwarten entsprechen die so berechneten Deckungskapitalien der in der

Tabellc auf Seite 40 unten angegebenen.
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Eine andere Ueberlegung fihrt in unserem Falle zum gleichen Ergebnis, Sie zeigt
in {ibrigen die grosse Prézision mit welcher unser finanzieller Mechanismus ar-
beitet - immer unter der Voraussetzung jedoch, dass die Versicherungsfélle ge-
nau wie die zu erwartenden verlaufen. Wir stellen uns am Ende des t. Jahres

und blicken vorwirts auf das zu erwartende Versicherungsgeschehen: Wir werden
Versicherungsleistungen auszahlen miissen, wir werden dafiir die vereinbarte in-
dividuelle Durchschnittsprémie weiterhin einnehmen., Bei kleinen t zu viel, bei
grosseren t zu wenig, jedenfalls miissen wir entweder das Deckungskapital weiter-
hin anh#ufen oder =zber es fiir die Kostendeckung verwenden. Diese Ueberlegungen

fiihren zu einer weiteren Definition des Deckungskapitals, némlich:

Barwsrt der Barwert der
kiinftigen minus kiinftigen (86)
Leistungen Prémien

Diese Definition verlangt eine andere Berechnungsmethode flir das Deckungskapitel,
welche im Gegensatz zur ersten, die kinftiz zu erwartenden Tatbestidnde berlick-

sichtigt; Man nennt sie daher prospektive lethode, das so berechnete Deckungs-

kapital kxurz prospektives Deckungskapital.

Die Beziehung (86) erinnert uns doch an unsere Aequivalembeziehung (45), in

welcher doch bei Versicheruncsabschluss gofordert wird: Es muss der Barwert

der Einnahmen gleich scin dem Barwert der Ausgaben. Sind also beim Versiche-
rungsabschluss die Grdssen links und rechts des Minuszeichen in der Bezighung

(86) gleich, so heisst das nichts anderes als das Deckungskapitel "O" sein muss.

Die Berechnung der in (86) genannten Barwerte bereitet uns koine Schwierigkeiten,
s ist der Barwert der kiinftigen Kapitalien am Ende des t. Jahres, 4.h. wenn un-

sere Versicherten das Alter x+t erreicht haben:

o I B -vs"x_t)

2
+ d _

10000 +» (d_ ,-v + d

X+t :::+'t:.-i-:l_.v :lc-i-‘t-i-2.v

Der Barwert der kiinftigen Prémien im gleichen Zeitpunkt:

2 + .. * l 'vs-x_t-l)

63,85+ (1, + 1 -

X+t e L lx+t+2°v

In unsercm Beispiel ist x=25, t lassen wir laufen von O bis 10.

Die folgende Tebelle enthdlt die entsprechenden Barwerte und Differeenzen:



Barwert der Barwert der
Jahr kiinftigen kinftigen Deckungskapital
" Kapitalien Prédmien (prospektiv)
Mio, Fr, Mio. Fr. Mio. Fr.
0. 49,04 49,04 0,00 RECIEE TRl B
prinzip
1. 46,96 44,72 2,24
g, 44,44 40,28 4,16
3. 41,43 35,70 5573
4, 37,88 31,00 - 6,88
B 33,72 26,17 ' 7,556
6. 28,81 21,20 T8
T 23,07 16,10 6,97
8, 16,42 10,87 5.595
9. BV 5450 3,27
10. 0,00 0,00 : 0,00

Am Ende des 10. Jahres l#uft die Versicherung ab, die Barwerte der kinftigen

Kapitalien und Prémien sind zwangsl&ufig null, ebenso ihre Differenz.

Wir stellen fest, dass die nach der prospektiven Methode berechneten Deckungs-
kapitalien gleich sind wie die nach der retrospektiven Methode berechneten,
Dies gilt allgemein, unter der wichtigen Voraussetzung jedoch, dass die Versi-

cherung durch eine individuell berschnete Prémie finanziert wird, Debei kenn

diesc Primie sowohl eine Einmalprimie, als auch eine Jahresprimie sein, Sie
darf aber nicht irgendwie einheitlich festgesetzt sein, wie dies z.3. bel den

meisten Pensionskassen vorgesehen ist, In diesen Fdllen ist das prospektive

Deckungskapital nicht gleich dem retrospektiven Deckungskepital.

Die Aussage, dass bei individueller Finanzierung das prospektive Deckungska-
pital gleich dem r trospektiven ist, kann selbstversténdlich auch rein alge-
braisch fir alle miglichen Versicherungsformen bewiesen werden, Das wollen
wir aber hier nicht tun., Es war mir mehr daran gelegen, den ganzen finanziel-
len Mechanismus einer einfachen Versicherungsform unter Zugrundelegung unseres

Modells dex lx eingehend vorzufiihren,

In der Praxis ist die Ermittlung des Binzeldeckungskapitals von grosser Bedeu-

tung. Dieses kann ohne Schwierigkeit aus dem behandelten Deckungskapital der

fiktiven Gesamtheit der lx ermittelt werden., Es gilt n&mlich:

Deckun apital der fikti Gesamtheit
Einzeldeckungskapital = Decloanpbicnn’ ir LELIVEL (87)
X+t




Das Einzeldeckungskapital stellt somit denjenigen Betrag dar, der fur einen
(x+t)-jahrigen Versicherten zuriickgestellt werden muss. Wenn wir die beiden
auf Seite 43 unten angegebenen Barwerte durch lx+t dividieren und gleichzeitig

die Differenz und damit das Einzeldeckungskapital ﬁV bilden, so erhalten wir:

10000 2 s8-x-t
= ——— . - SE d_ L
t Levt Bt ¥ Gpagen’¥ T %1’ :
63,85 S=X=t=1

Um zu den uns bekannten Kommutationswerten zu gelangen, erweitern wir die bei-

den obigen Briiche mit vX+t und erhalten:

7 = L0000,

t D (Cx+t o Cx+t+l & S Gs—l) e '(Dx+t Dx+t+1 R Ds-l)
X+t X+t
oder
M - M N - N
v = 10000- xgt - BasE xgt
X+t X+t

und daraus

fV = 10000- s—x—t]Ax+t - 63.85 ¢« ax+t:E:§:Ei

Die Definition des prospektiven Deckungskapitals ist hier offensichtlich, indem
10000- s—x;t}Ax+t den Barwert der kiinftigen Leistungen und 63.85 “Hciie=n
den Barwert der kiinftigen Primien darstellen fiir einen heute (x+t)-j&hrigen Ver-

sicherten und einer verbleibenden Versicherungsdauer von (s-x-t) Jahren,

Ganz allgemein kdnnen wir fir das prospektive individuelle Deckungskapital
schreiben, falls Ex+tf§¢ifﬁ den Barwert bzw,., die Einmalprimie einer Versiche-
rung, abgeschlossen im Alter x+t flir eine Dauer von (s-x-t) Jahren und Px’Efﬁﬂ
die Jahresprémie bedeuten,

I _ oy
t X+t 8-%-19 szg—xi ax+t:s—x—ﬁl
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Fiir unsere temporire Todesfallversicherung enthélt die folgende Tabelle noch

die individuellen Angaben: x =45 8 =55 SM 1958/63 3%

t lOOOO.S-x-t1AX+t 63'85.ax+tf§:i:ﬂ tV

Fr. Fr. Fr.
0 537,01 83T, 04, 0,00
1 516,45 491,77 24,68
2 490,98 444,97 46,01
3 460,08 396,44 63,64
4 423,03 346,19 76,84
5 378,76 293,99 84,77
6 325,85 239,82 86,03
7 262,96 183,56 79,40
8 188,77 124,95 63,82
9 101,75 63,85 37,90
10 0,00 0,00 0,00

Wurde die Versicherung mit einer Einmalprémie abgeschlossen oder sind aus ir-

gendeinem Grunde keine Prémien mehr geschuldet, so ist der Barwert der kinfti-
gen Primien selbstredend gleich null. Unsere Formel (88) wird dadurch stark

vereinfacht und es wird das prospektive Deckungskapital am Knde des t. Jahres:

gF & Ex+t:m (89)

Fiir die praktische Berechnung des Deckungskapital wird meistens die prospektive
Methode angewandt. Sie bietet, neben ihrer Einfachheit, den sehr grossen Vor-
teil, dass die Rechnungsgrundlagen im Laufe der Versicherungsdauer gedndert
werden kdnnen, bzw, neuen Verh&ltnissen angepasst werden kdnnen (Zinsfuss, wei-
tere Abnahme der Sterblichkeit usw,). Wenn im folgenden es nicht ausdriicklich

vermerkt ist, .werden wir immer die prospektive Methode anwenden.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch den Verlauf des Deckungskapitals

untersuchen fir die folgende Vorsorgekombination:
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Rintrittsalter in die Vorsorgeeinrichtung: x = 30, m&nnlicher Versicherter
Anrechenbares Jahresgehalt: Fr. 20 000.-

Altersrente ab Alter 65: 50% des Jahresgehaltes: Fr. 10 000,-

Im Todesfall soll ein Kapital von Fr. 80 000.- ausgerichtet werden und zwar

unabhingig davon, wann der Tod eintritt.

Die versicherungstechnischen Grundlagen seien VZ 1960 35%. Fir die Berechnung
der Barwerte der anwartschaftlichen und laufenden Altersrente werden die Netto-
werte, fir die Beriicksichtigung der kiinftigen Sterblichkeitsabnahme um 10% ver-

stirkt, Es folgt zuerst eine Zusammenstellung der zu verwendenden Barwerte:

x 1,1-65“xia§{12) 1,1.5;12) A= 1 = de8, af{l-g%-a
30 2,754 0,23718 19,596
35 3,288 0,27755 17,917
40 3,933 0,32456 15,941 -
45 4,725 0,37748 13,656
50 5,730 0,43541 11,029
55 7,049 0,49749 7,994
60 8,872 0,56245 4,416
64 10,938 0,61528 0,975
65 11,584 0,62840
70 9,508 0,69221
75 7,605 0,75071
30 5,953 0,80150
85 4,582 0,84367
90 3,484 0,87742
95 2,628 0,90373

100 1,968 0,92402
105 1,491 0,93869

Die Versicherungskombination besteht also aus einer aufgeschobenen Leib-
rente von jihrlich Fr. 10 000.- und einer lebenslédnglichen Todesfallver-
sicherung von Fr. 80 000.-. Fiir die entsprechenden Jahresprémien, monat-

lich vorschissig, lingstens bis zum Alter 65 zahlbar, erhalten wir:

P(Altersrente) = 10000 2125 = Fr. 1405.39 s = 65
19,596
0,23718 e

5 =] = e = Frt .
P(Todesfallsurme) 80000 19,596 968.28 s



Die totale Jahresprimie betrégt somit Fr, 2373.67, das sind 11,87% des anrechen-
baren Jahresgehaltes,

Das Deckungskapital am Ende des t. Jahres errechnet sich aus den Formeln:

fiir die Altersrente:

fir 30 £ (x+t) ¢ 64: 10000.1’1'65~x-t|§iii] - 1405.39»aii§}§:§:a
fiir (x+t) ® 65: lOOOO‘l,l'éiii)

fiir die Todesfallsumme:

fir 30 £ (x+t) € 64: 80000°A . = 968.28°é§iil§:i:ﬂ

fir (x+t)  65: 80000*A, .

Zum Vergleich seien ferner die Summe der aufgezinsten Jahresprémien fiir die

Altersrente 1405.39-5%%2), die Summe der Jahresprémien fiir die Todesfallver-

sicherung ohne Zins 968,28+t und mit Zins 968.28-§éi2) angegeben:

Deckungsaskapidtal Zuam Vergledeh
derriizzrs' %2;123322' Total 1405.39-%%%2) 968,28+t 968,28-Eéﬁe)
X+t Br, B, . Br Fr. P
30 0 0 0 0 0 0
35 7 700 4 855 12 558 7 678 4 841 5 290
10 40 16 927 10 529 27 456 16 798 9 683 11 573
15 45 28 058 16 976 45 034 27 629 14 524 19 036
20 50 41 300 24 154 65 954 40 494 19 366 27 899
25 513} 59 255 32 059 91 314 Bb TT2 24. 207 38 426
30 60 82 514 40 720 123 234 73 918 29 048 50 928
34 64 108 010 48 278 156 288 90 858 32 922 62 599
35 65 115 840 50 272 166 112
40 70 95 080 556 377 150 457
45 75 76 050 60 057 136 107
50 80 59 530 64 120 123 650
55 85 45 820 67 494 113 314
60 30 34 840 70 194 105 G34
65 a5 26 280 72 298 98 578
70 100 19 680 T3 922 93 &02

70 105 14 910 75 095 90 005
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Wir stellen fest, dass das Deckungskapital der Altersrente schneller anwdchst
als die diesbeziigliche aufgezinste Jahresprédmie l405.39-sé&2). Das ist richtig,
weil nur diejenigen Versicherten eine Altersrente erhalten werden, welche das
Alter von 65 Jahren erleben, Die Prémien derjenigen Personen, welche zwischen
den Altern 30 und 65 sterben, erhdhen das Deckungskapital und decken einen Teil
der Kosten filr die Altersrenten, Das Deckungskapital der Altersrente hat beim
Rentenbeginn im Alter 65 sein Maximum, f&#llt dann ab um beim hchsten Alter der
Sterbetafel auf null zu sinken, indem von diesem Alter an keine Lebenden mehr

vorhanden sind,

Das Deckungskapital der Todesfallsumme entspricht in den ersten Jahren der Ver-

sicherung ungefshr der Summe der diesbeziiglichen Pr&mie ohne Zins. Wenn wir das

Versicherungsgeschehen retrospektiv betrachten, so konnen wir sagen, dass in den

ersten Versicherungsjahren die Zinsen das Risiko kompensieren. Mit zunehmender
Versicherungsdauer t {ibersteigen jedoch die Zinseinnahmen die Aufwendungen fir
die vorzeitig auszuzahlenden Todesfallsummen und aﬁfnen damit das Deckungskapital.
Dieses steigt bis zum héchsten Alter der Sterbetafel auf Fr. 80 000.-; das ist
némlich derjenige Zeitpunkt, an welchem spitestens die Todesfallsumme ausbezahlt
werden muss, Im Gegensatz zur temporiren Todesfallversicherung ist bei der lebens-

linglichen Todesfallversicherung das versicherte Ereignis gewiss. Das individuelle

Deckungskapital steigt von null bis auf den Betrag des Todesfallkapitals, Einen

gleichen Verlauf beobachten wir bei der sog. gemischten Kapitalversicherung, bei

welcher das versicherte Kapital beim Tode, spdtestens jedoch beim Erleben eines
zum voraus festgesetzten Schlussalters ausbezahlt wird (eine solche Versicherung
ist einfach eine Kombination aus einer temporiren Todesfallversicherung und einer

reinen Erlebensfellversicherung).

Dieses Beispiel, zusammen mit demjenigen der tempordren Todesfallversicherung,
hat gezeigt wie mannigfaltig der Verlauf des Deckungskapitals sein kann und wie
sehr die Sciwuld des Versicherers gegeniiber dem Versicherten von der Versichs-
rungsform abhingt. Erst wenn man sich mit dem Begriff und der Darstellung des
Deckungskapitals vertraut gemacht hat, wird der finanzielle Mechanismus einer

Lebensversichorung verstindlich.

Das Deckungskapital bildet die entscheidende Grundlage nicht nur bei allen Neu-
grilndungen von Pensionskassen, bei Anpassungen von bestehenden Vorsorgeesinrich-

tungen an neue Verhdltnisse, an AHV-Revisionen usw., bei Fusionen von Vorsorge-
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einrichtungen, bei Freizligigkeitsabkommen, bei Uebernahmen und Liquidationen,
sondern auch bei speziellen individuellen Regelungen, wie bei Neueintritten,
bei speziellen Aufnahmebedingungen, bei der Festsetzung der zu treffenden Mass-
nahmen beim Einbau von kiinftigen Gehalts- und Lohnerh8hungen, beim Uebertritt
von einer Einlegerkasse in die Pensionskasse, bel der GewZhrung von sog. exter-

nen Versicherungen usw,

Die in den Statuten und Reglementen vorgesehene periodische Kontrolle der Pen-
sionskasse besteht im wesentlichen darin, den Barwert der zugesprochenen Vorsorge-
leistungen, seien es nun anwartschaftliche oder bereits laufende Leilstungen,

sowie den Barwsert der vorgesehenen Beitrige mit Hilfe von vorsichtig zu wihlen-
den technischen Grundlagen zu berechnen, Die Differenz zwischen diesen Barwerten
ergibt dann das Deckungskapital, das mit dem effektiv vorhandenen VermSgen der
Kasse vsrglichen werden muss, Ist das Vermbgen der Kasse grisser als das Dek-
kungskapital, spricht man von einem versicherungstechnischen Ueberschuss, ist
jedoch das umgekehrte der Fall, so weist die Kasse einen versicherungstechni-

schen Fehlbetrag auf,

Zirich, im Juni 1969



